
１．物理における微分の活用

���　差について

　[座標$（ �[ ）、%（ �[ ）があり、$が%に移動したとき、その変位$%は �[ � �[ であら

わされる。これをO[という記号であらわす。Oとは「差」という意味のGLIIHUHQFHの頭文

字「G」に該当するギリシャ文字「O」である。ある要素の差を表す時は「O」という記号

をつけてあらわす。

���　瞬間の速さについて

　平均速度Yは変位を移動した時間で割れば求められる。記号であらわすと、変位

（位置差O[）をかかった時間（時間差OW）で割ったもので、Y 
O[

OW
とあらわされる。

これは、時間OW間の平均速度（速度の平均）である。では、時刻Wにおける瞬間速度はど

のようにすると求められるのであろうか。少しでも時間がたつとその間に速度が変化する

ために、その時間の平均速度しか測定できないのである。そこで、その時間を非常に短い

時間（
�

���万
秒とか

�

�億
秒）にとると、その時間内に速度の変化は無視できるほど小さい

ものとなる。瞬間の速度はOWを限りなく短い時間にとったときの変位O[であらわせばよ

いことになる。変化する要素に対して変化することができないほど短い区間で考えるとい

うわけである。

　限りなく�に近いOWをGWという記号であらわすことにすると、その瞬間の変位O[も限り

なく�に近くなるのでG[とあらわすことができる。つまり、瞬間速度Yは

　Y 
G[

GW

となる。これが微分である。

　一般に変化するものに対して変化できないほど短い区間をとることにより変化しないも

のとして考えて計算することができるようになる。これが、微分の考え方である。

＜例（数学）＞

関数\ �[ 上の点$� 
[� �[ における接線の傾きを求めよ。

＜解説＞

　$� 
[� �[ と少しずれた%（[�G[��[ 
�G[ �� ）の$%間の傾きを求めればよい。

　傾きは、$%が離れると平均の傾きとなるので$%間が�に近ければ近いほど真値に近く

なるのでG[を使うのである。

　
��� 
�[ G[ �[

�� 
�[ G[ [
 

��[G[ �G[

G[

　G[は限りなく�に近い数値なので、G[!! �G[ となるので �G[ の項は無視できる。

　その結果、上の式は

��[G[ �G[

G[
 
�[G[

G[
 �[

　となり、接線の傾きは�[となる。

　数学では
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�K �
OLP

��� 
�[ K �[

��[ K [
に該当し、微分の定義そのものである。

＜例（物理）＞

　時刻Wにおける位置座標[が、 �W であらわされる運動をしている物体がある。この物体の

時刻Wにおける速度Yと加速度Dを計算せよ。

＜解説＞

　速度は非常に短い時間における変位である。よって、

　Y 
��� 
�W GW �W

��W GW W
 
�WGW

GW
 �W

　加速度は非常に短い時間における速度変化である。

　D 
��� 
�W GW �W

��W GW W
 �

となる。これは、当然ながら微分公式であっさりと計算してもよい。

　Y 
G

GW � 

�W  � 


�W � �W

　D 
GY

GW
 

G

GW � 
�W �

２．積分の活用原理

　変化するものに対して積の公式は使えない。「掛け算」というのは、同じ数字を足した

時に簡略化して行うものである。たとえば、

　����������� ��

であるが、�を�回足して��を求める人はいないであろう。�が�個あるので

　��� ��

と計算する。同じ数を足していくから掛け算なのである。

　　　　[ YW　（距離＝速さ�時間）

である。��P�Vで��秒間走ったなら、���P走ったことになるが、��P�Vという速さが途

中で変わったのでは���P走ったことにならない。このように、移動する間に速さが一定

であるから掛け算となる。

　それでは、速さが一定でなかった場合どのようにして計算すればよいのであろうか。そ

の計算手法が積分である。

　高等学校物理教科書では微積の考え方を徹底して避けている。数学を習っていなくても

物理が理解できるようにするための配慮と思われるが、物理現象を微積を避けて説明する

と反ってわかりにくくなるために、ここでは、あえて微積を使った説明をしている。

　まずは、面積の計算で積分の考え方を活用してみよう。

　[\平面上に\ �[ のグラフがある。このグラフと

　[ �、\ �の直線で囲まれる部分の面積を求めてみよう。[軸上��[��の領域内に座

標$� 
[�� 、%�[ 
�G[�� をとり、G[はきわめて�に近い値をとるものとする。

0��　微分積分の活用

-340-



[�
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�
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[ [�G[

　$から[軸に垂直な線を引きグラフとの交点を&とし、

$&、$%を辺とする長方形$%&(を考える。

線分%(の延長線とグラフの交点を'とする。

2$間のグラフ下の面積を6� 
[ 、2%間のグラフ下の面積

を6�[ 
�G[ とすると、図形$%&'の面積は

　6�[ 
�G[ �6� 
[

G[は限りなく�に近い数値なので、図形&('の面積は

図形$%&'に比べてはるかに小さいために無視してよい。

よって、

　\�[ 
�G[ G[ 6�[ 
�G[ �6� 
[

同様にして

　\� 
[ G[ 6� 
[�6�[ 
�G[

　\�[ 
�G[  6�[ 
�G[ �6�[ 
��G[

　�　�　�　�

　\���G[ 6� 
G[�6� 
�

辺々すべて加えると

　\� 
[ G[�\�[ 
�G[ ��　�　�　��\� 
� G[ 6� 
[�6� 
� 　�　�　�　①　

となる。

　一方。

　\�[ 
�G[ G[ 6�[ 
�G[ �6� 
[

　\�[ 
�G[  
�6� 
�[ G[ 6� 
[

G[

　G[は限りなく�に近いので、これは\� 
[ 
�K �
OLP

�6� 
�[ K 6� 
[

K
と同じであり、\� 
[ は6� 
[

を微分したものである。積分は微分の逆演算なので6� 
[ は\� 
[ を積分したものとなる。

①の右辺は定積分を意味しており、左辺は微小短冊の総合計を意味している。よって、

「定積分とは、微小部分の面積を計算し、それを区間内ですべて総合計する演算で

ある」ことがわかる。この視点で区間��[��のグラフ下の面積を求めてみよう。

　$& �[ 、$% G[なので、図形$%&'の面積 長方形$%&(の面積は

　 �[ G[

　この微小面積を��[��の範囲ですべて合計すればよいので

　' �
�
�[ G[＝

�

�

� �
�[

�
＝
�

�

となる。

0��　微分積分の活用

-341-



３．円の面積

定積分とは細かく区切って総合計する演算であることを示したが、その区切り方は自由で

ある。円の面積を例として何通りかの区切り方で面積を計算してみよう。

���　細長い扇形に区切る（中心角基準）

K
GK

2 $

%

&

U

　半径Uの円2の半径$2から角度Kの円周上に点%をとり、

%2より微小角GK取った円周上に点&をとる。

　弧%&の長さはUGKである。GKは微小角のため、

弧%&は直線と考えられ、また、�2%&＝���と考えてよい。

そのため扇形2%&は直角三角形と扱うことができ、

　△2%&の面積は
�

�
�U GKとなる。

円の面積はこの面積をKが�から�Sまですべて合計したものとなる。

　　' �
�S �

�
�U GK＝

�

�
�U ' �
�S

GK＝S �U

���　細長い扇形に区切る（弧長基準）

2 $

%

&

U

V

GV

　同じように細長い扇形に区切るのであるが、中心角ではなくて、円弧を基準に面積を求

めることもできる。

　$からの弧長Vの位置に点%をとり、そこから微小な弧長

GV離れた点に&をとる。

扇形2%&は直角三角形と考えてもよいのでこの面積は

　
�

�
UGV

これを��V��SUで総合計すると、

　' �
�SU �

�
UGV 

�

�
U' �
�SU

GV 
�

�
U

�

�SU

� �V  S �U

U

[

G[

���　半径Uの円内に半径[～[�G[の幅の部分を考える。

円周は�S[で、幅がG[であるので、この部分の面積は

　�S[G[

この微小部分の面積を��[�Uまですべて

合計すればよいので、

　' �
U

�S[G[ �S' �
U

[G[ �S
�

U

� �
�[

�
 S �U

���　短冊切り

U
[

( ��U �[

G[
　円の中心から[離れたところを水平に薄切りした

幅G[の短冊を考える。この面積は図より

　�( ��U �[ G[

これを、�U�[�Uまですべて合計すればよい。

　'�U

U

�( ��U �[ G[

　これは置換積分が必要である。
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　[ UVLQKとおくと、

　G[ UFRVKGK

　積分区間は　�U�UVLQ �K Uより、���VLQ �K �、よって、�
S

�
�K�

S

�

　積分は

'�U

U

�( ��U �[ G[ '�S
�

S
�

�( ��U �
� 
UVLQK UFRVKGK � �U '�S

�

S
�

�FRV KGK

　 � �U '�S
�

S
� �� FRV�K

�
GK � �U '�S

�

S
� �

�
GK�� �U '�S

�

S
� FRV�K

�
GK

　 � �U
�S
�

S
�

� �
�

�
K � �U

�S
�

S
�

� �
VLQ�K

�
 �SU

���～���でわかる通りどのような区切り方をしても同じ面積が得られるが、区切り方によっ

て難易度が異なる。

４．球の表面積�体積

���　球の体積

G[

U

2

[

$
　半径Uの球$において中心2から[離れたところに点$をとり、

そこから$2に垂直に厚さG[の円盤を切り取った。

G[は微小なので、この円盤は円柱と考えてよい。

この円盤の半径はを三平方の定理より、( ��U �[ となるので、

この円盤の底面積はS
�

� 
( ��U �[ ＝S�
�U 
� �[ 。

この円盤は円柱と考えてよいので、体積はS�
�U 
� �[ G[となる。

　球の体積はこの円盤の体積を�U�[�Uの範囲ですべて合計

したものである。

　球の体積は　

　　　'�U

U

S� 
��U �[ G[＝ �SU '�U

U

G[�S'�U

U
�[ G[＝ �SU

�U

U

� �[ �S
�U

U

� �
�[

�
＝
�

�
�SU
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側面積は同じ

K

GK
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U

図Ⅰ

図Ⅱ

図Ⅲ

���　球の表面積

　半径Uの球2の中心を通る円$から角度K取った位置に

円$と平行に円%、K＋GKの位置に円&を考える。

円%と円&に挟まれた部分の弧%&の長さは図Ⅱでわかる

通りUGKであらわされる。

また、円の半径はUFRVKとなるので、円周は

�SUFRVKであらわされる。

　側面積は図Ⅲのように円柱で考えてもよく

　�SUFRVK �UGK

と計算される。

これを、　�
S

�
＜K＜

S

�
の区間ですべて合計すると、

　'�S
�

S
�

� �SU FRVKGK

これは、

　　'�S
�

S
�

� �SU FRVKGK

＝� �SU '�S
�

S
�

FRVKGK

＝� �SU
�S
�

S
�

� �VLQK ＝� �SU

これが、球の表面積である。

この面積は球の体積をUで微分しても求められる。

　球の内部半径[の厚さG[の球殻の体積は
�

�
S �

� 
�[ G[ �
�

�
�S[

これは表面積6と厚さG[の積なので、

　6G[ 
�

�
S �

� 
�[ G[ �
�

�
�S[

　6 

�
�

�
S �

� 
�[ G[
�

�
�S[

G[

　これは、微分の形をしている。
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