
１．万有引力とは何か

　万有引力について

　万有引力とは質量のある物体どうしに作用する力である。

　 はなして の物体 、 を置いたとき

この物体間に作用する万有引力の大きさを

とする。 に作用する万有引力と に作用する

万有引力は作用 反作用の関係にあるので、常に、同一作用線上

逆向き同じ大きさである。

　次に物体 のみ質量を 倍にした。このときに

作用する万有引力も 倍になり、 になる。

　次に物体 の質量を 倍にした。このときに作用する

万有引力の大きさも 倍になり、 となる。

　

　次に距離が遠くなった場合作用する力は

どうなると考えられるのか検討してみよう。

万有引力の正体は定かではないが物体から、

何かが出ていてその何かを受け止める量

で万有引力の大きさが決まると仮定してみよう

物体 から、 はなれたところに面積 の板を

置いたとしよう。この時、物体 から出る何かを

この面積 で受け止め、それが万有引力となる。距離が 倍になったとき、上図のように同

じ何かの量を受け止めるには、面積がその 倍の が必要であることがわかる。つまり同

じ面積の物体では、受け止める量が になっているのである。このことより、万有引力は

距離が 倍になれば になることがわかる。よって、距離が のときの万有引力 は

　　　

これが万有引力の法則である。仮定によってこの法則を推定したが、この法則の正しさは

実験により確認されている。このときの を万有引力定数という。実験による の値は

　　 ＝

この値は非常に小さいために通常の物体どうしに作用する力は日常生活にはまったく関係

ないといえる。しかし、天体レベルでの万有引力は相当な大きな力となる。よって、万有

引力の法則は天体の運動に関して用いられることになる。
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　万有引力と重力の違いについて

　万有引力は物体どうしに作用する力であり、物体の

質量が充分に大きければ大きな力が作用する。地球と

その周辺にある物体に作用する力も片方の物体が

地球であり、充分に質量が大きいので充分に大きな

万有引力が作用する。

　地球周辺にある物体は万有引力を受けて地上向けて落下する。しかし、このときに作用

する力は重力と呼ばれている。この重力と万有引力は同じなのか違うのか検討してみよう。

地球

万有引力

垂直抗力

　我々が住んでいる天体は地球と呼ばれている。

地球は球のように見えるが実は赤道方向が

少し膨らんだ回転楕円体と呼ばれている形に

極めて近い。その地球の形を極端に現した

のが右図である。

　地上にある物体に作用している力は、地球の中心を

向いている万有引力と地球表面に垂直な方向の垂直抗力である。もし地球が完全な球であ

れば、この万有引力と垂直抗力は同一直線上にありつりあっているといえるのであるが、

先ほど述べたとおり、地球は回転楕円体をしており、垂直抗力と万有引力は同一直線上に

はない。この 力はつりあっていないのでその合力が存在し、その方向に加速度運動をし

ていることになる。これはどうしたことであろうか？

　地球は知ってのごとく自転している。我々はその地球上にいるわけであるから、地球上

にいる物体は地球と同時に等速円運動をしていることになる。等速円運動している物体に

遠心力

垂直抗力

万有引力

鉛直線
遠心力

万有引力

北 南

地表

は必ず向心加速度が生じており、その方向に向心力が作用していなければならない。この

向心力がこの万有引力と垂直抗力の合力である。

　上の図を見てもわかるように万有引力は

地表との垂線（鉛直線）の方向に作用しているの

ではなく、鉛直下向きよりも少し北向きに作用し

ている。

　地球上の物体はすべて地球とともに等速円

運動しているために、すべての物体に慣性力

（遠心力）が作用している。これらの力を作図

したのが右図である。

　これを地上を水平に置き換え、地表にあった

物体を空中に放した状態にしたのが右下の図である。

　この図をみると、物体は遠心力と万有引力の

合力の方向に落下することがわかる。この落下

させる力が重力であることから、重力は

遠心力と万有引力の合力であることがわかる。

　 の物体に作用する万有引力の大きさは

約 で、同時に の物体に作用する遠心力
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の大きさは、約 であるので、有効数字 桁以内では遠心力の影響は無視できること

になる。よって、有効数字 桁以内で考えるならば万有引力＝重力といえる。地球の半径

を 、質量を とすると、　

　　　

これより、

　　　　

となる。

　地球の質量

　 より，地球の質量が計算できる。重力加速度の大きさ ，

万有引力定数　 ＝ ，地球半径　

２．円軌道の例題

＜例題１＞　第一宇宙速度

地球すれすれに飛んでいる人工衛星の速さを求めよ。

重力加速度の大きさを 、地球の半径を とする。

＜解説＞

　人工衛星の軌道が円軌道なので、等速円運動の問題として

解けばよい。

　向心加速度が となるので、運動方程式は

　

　これを解くと　

＜補足＞　地球の半径 、 を代入すると

　 となる。この速度を第一宇宙速度と呼んでいる。

　地球の質量を とすると、 なので、これを に代入すると

　 　となる。

　数値的には　地球半径　 ＝ ， 　として，

　

　これが第一宇宙速度である。
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地球

＜例題２＞　上空を回っている人工衛星の速度

　半径 の地球の表面上空 の高さを回っている

人工衛星の速さを求めよ。重力加速度の大きさを

とする。

＜解説＞

　この問題では重力加速度は与えられているが、

地球の質量や万有引力定数は与えられていない。

　そこで、 を使う。重力加速度の大きさ は地球表面での値であり、上空 では

重力加速度が違う。そこで、万有引力として計算する。

　人工衛星は半径 の円軌道を描いている。この位置で、人工衛星にはたらく万有引

力は で、向心加速度は なので、運動方程式は、

　

　これを解くと　

　 は与えられていないので答えに使えない。よって、 を用いて を消す。

なので、　

　

となる。

＜例題３＞

　質量 の天体 と質量 の天体 が共通重心 の周りを

互いに回っている。天体 の周回速度 を求めよ。

＜解説＞

　天体 間にはたらく万有引力は である。

重心 の位置は　 を に内分する点である。

　 ： ：

よって、　 となる。 が回転半径である。 の向心加速度は

　

　よって、運動方程式は

　 　

万有引力

-177-



これを解くと　

＜重心が回転中心であることの証明＞

　天体 （質量 ）， （質量 ）が， を

： に内分する点 を中心として互いに円運動

しているとする。向心力は で作用反作用の

関係にある。

　互いの向心加速度は角速度を とすると，

， である。向心力はそれぞれ ， となり，この両者は作用反作用の

関係にあるので， より， であり，

　 ： ：

となる。これは，重心の内分比であり， が重心であることを意味している。

よって，

「複数天体が互いに回りあっているときはその回転中心は重心であるといえる。」

３．楕円について＜数学＞

　ここで数学における楕円について考えてみよう。

楕円の性質を理解するために

座標平面上の 点 と からの

距離の和が である点 の軌跡を求めてみる。

＜解＞

　点 の座標を とする。

　 ＝

　この式を簡略化すると、

　　

　となる。ここで、 とおけば、

　　

　これは、数学でいうところの楕円の式に他ならない。この式をグラフ化すると、
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このときの点 を楕円の焦点

という。焦点は つある。

さらに を長半径、 を短半径という。

また、 を離心率という。

　楕円の式を変形すると

　

　この式は　円

　を 方向に 倍した式である。

「楕円は円を縦方向に何倍かした図形」

といえる。

４．ケプラーの第一法則

　ケプラーは惑星の動きを細かく観測することにより、惑星の動きに関して法則を見つけ

た。これをケプラーの法則という。その第一法則は惑星の軌道に関する法則で、

「惑星は太陽をひとつの焦点とする楕円軌道を描く」

というものである。

　この法則を証明するには、大学での数学の知識が必要であり、高校段階では証明できな

いので、天体の速度とともに軌道の形がどのように変化するかにとどめることにする。

　地球表面の 点からボールを投げた場合、放物線を描いて地上に落ちるが実はこの運動

は楕円軌道の一部である。図において、太線の円が地球である。

①　遅い速度で水平に投げた場合。

　投げる速さが遅い場合すぐ手前の

地表に落ちるが、もし、地表がな

いとすると、投げた物体は楕円軌道を描い

て元の位置に戻ってくる。その軌道と地表

との交点が落下地点となる。

　速く投げれば投げるほど物体は

遠くに落ちる。このときの軌道は次第に

図の と細長い楕円から円に近づい

ていく。円軌道になったときは地表との交点が

ないので、地上に落ちずに人工衛星となるのである。そのときの速度は後で計算するが約

である。この速度を第一宇宙速度という。よって、 よりも遅い速度で

物体を投げた場合、その軌道は楕円軌道である。

②　 よりも速く人工衛星を打ち上げた場合

　①の速度をさらに速くした場合を描いてみる。
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速くなればなるほど、投げた地点と反対側の

位置が と次第に遠くなる。楕円の形は

再び次第に細長くなるのである。

　そして、 の速度に達したとき、

放物線軌道 になる。この速度も後ほど

計算する。放物線は楕円とは異なり

無限のかなたまで飛んで行き、二度と

再び地球には戻ってこない。この速度を

第二宇宙速度という。

　この第二宇宙速度を超えてロケットを打ち上げるとどうなるであろうか。それは双曲線

軌道になることが知られている。

いずれにしても天体の軌道は楕円 円 放物線 双曲線で総称して二次曲線を描いているので

ある。惑星の場合は同じところを何回も回るので円軌道か楕円軌道となる。

　円軌道の場合は運動方程式で解けるが、楕円軌道の場合は高校段階の数学では運動方程

式を解くことができない。楕円軌道の問題はケプラーの法則を使う必要がある。

５．ケプラーの第二法則

　第二法則は同一軌道上を移動している天体は太陽に近いところほど速く動き太陽から遠

くなるとき遅く動く。これを法則化したものである。

動径

　「惑星と太陽を結ぶ線分（動径）が

単位時間に描く面積（面積速度）は

一定である。」

これがケプラーの第二法則である。

＜証明＞

　半径 の円軌道を速度 で等速円運動している

物体がある。いま、この物体を円の中心方向に

ゆっくりと引っ張り半径が だけ、小さくなっ

たときのこの物体の速度が になったとする。

　このとき物体を移動させる前の物体の

運動エネルギーは である。また、

移動させた後の運動エネルギーは

である。軌道を変えるときに加えた外力 は

向心力（遠心力）と等しい力であるから、

である。このとき外力がした仕事は

であるが、問題はその符号である。

外力の向きと動かす方向は同じ方向であるので、仕事の符号は正である。しかし、 が小
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さくなる方向に動かすので である。よって、仕事が正になるためには

でなければならない。これは外力がした仕事なので、外力から物体のほう

にエネルギーが移動している。よって、

　　　

が成立する。右辺を展開すると、

　　　

右辺第三項は微小値の２乗であるから、他項に比べて無視できる。これを簡略化すると、

　　　 　　　 で割ると、　　　　

　　　

これは積の微分の形をしているので

　　　 　　　積分すると、　　　　　　 ＝一定

この式は半径と速度は反比例していることを意味している。

この式は ＝一定ともいえる。

この式の左辺は右図のように動径が単位時間に

描く面積を意味している。すなわち

ケプラーの第二法則である。

　本証明は円運動にて行っているため速度 と動径 の方向は互いに直角である。しかし、

楕円においては直角でない場合もある。その場合は速度ベクトル の動径ベクトル との直

角成分を使うとよいことになる。

　中心天体 の周りを楕円軌道で回っている。

楕円軌道上右図のような位置 に天体があるとき、

速度 の動径 に対する直角成分は となる。このとき、

は動径 を底辺とし、高さ の三角形の面積とな

るが、この面積は 秒間の移動距離が であり、天体の周期（ 周する時間）は最低でも数

時間であるので、 のほうが よりもはるかに大きくなり、この三角形の面積は 秒間に動

径が描く面積（図の射線部分）に限りなく近くなる。よって、

「惑星と太陽を結ぶ線分（動径）が単位時間に描く面積（面積速度）は一定である。

」

のケプラーの第二法則が成立するといえる。

＜証明終わり＞
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６．ケプラーの第三法則

「同一天体の周りを回っている複数の天体の

軌道半長径 と周期 の間に

　 ＝一定

の関係が成り立つ」

これがケプラーの第三法則である。

この法則は同一天体の周りを回っていれば、すべての楕円軌道 円軌道に対して成立する。

しかし、回っている天体が別であれば成り立たないことに注意を要する。たとえば太陽の

周りを回っている惑星どおしの間では成立するが、地球の周りを回っている月と太陽の周

りを回っている惑星との間では成り立たない。

＜証明＞

①　平均半径

楕円軌道は天体間の距離が随時変化する。まず、その平均値を求めてみよう。

　ケプラーの法則 における「楕円とは何か」の項で説明してあるとおり

「楕円とは 点 からの距離の和が一定である点 の軌跡である。」

といえる。

　楕円とは 点 からの距離の和が等しい点の軌跡

であるので、 が楕円上のどの位置にあっても

＋ は一定である。点 が 点にあるとき

である。また、楕円の対称性より

であるから、 となる。

よって、 ＝ である。

からの距離と からの距離の和は常に であることを意味し、楕円の対象性より、 か

らの距離の平均値と からの距離の平均値は等しい。動径 の平均値（平均半径 平均距

離）は の半分となり、 （半長径という）である。

「楕円軌道の平均半径は半長径である。」

②　平均の速さ

　また、楕円軌道上では天体の速度も随時変化しているので、次に平均の速さを求めてみ

よう。平均の速さは平均半径の位置にあるときの速さと考えてよいので、

右図のように が線分 の垂直二等分線上にあるとき、

となり、 とともに判断すると、

＝ となる。このときの は平均半径の位置にあ

ることになる。

　 ＝ 、平均の速さを とすると、動径 が

秒間に描く面積は となる。周期を とすると、

楕円の面積 は、 となる。
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また、右図の楕円は が なので、半径 の円の上下方向を に縮小したものと考えるこ

とができるので楕円の面積は円の面積 の になっている。よって、

　 ＝

となる。

　この式を簡略化すると、 となる。

この式は半径 の円軌道における天体の平均の速さと同じである。このときの周期はその

円軌道を回る天体の周期と考えることもできる。楕円の形を示す数 が存在しない。よっ

て、次のことが言える。

「楕円軌道を描く天体の周期は、楕円の形に関係なく平均半径（半長径）を半径と

する円軌道の周期と等しい。」

③　ケプラーの第三法則

　まず、ここでは円軌道という条件でケプラーの第三法則を証明しよう。

　質量 の天体の周りを回っている質量 の小天体が

万有引力 を向心力として角速度 で回転して

いるとすると向心加速度は であるから、運動方程式は

　　　

ここで、周期 ＝ を用いて、

　　　 　　これを簡単にすると、　　　

　この式の右辺は定数となる。これが第三法則である。

この式は円軌道で導いたものであるが、②で証明したとおり を軌道半長径 と置き換え

るとそのまま楕円軌道でも成立することになる。

　　　

　ケプラーの法則は円軌道でも楕円軌道でも使えるが円軌道の場合は運動方程式を立てて

解けばよいので、ケプラーの法則を使う必要はない。

＜例＞

　静止衛星軌道の軌道半径を計算

静止衛星は地球の自転周期と同じ周期で周る人工衛星である。地球の自転周期は地球が太

陽の周りを公転しているために， 日（ ）より少し短く， である。これを秒に

直すと 　

　ケプラー第三法則より
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　 ＝

　これは軌道半径 で，赤道上空 の高度になる。

この軌道を周る人工衛星は，地球の自転と同じ周期なので 地球から見ると常に静止して

いるように見える。

７．万有引力の位置エネルギー

　万有引力も周りの空間に力を及ぼしているので位置エネルギーが存在している。この位

置エネルギーを計算してみよう。まず、位置エネルギーの定義を復習すると、

「位置エネルギーとは外力が等しい力でゆっくりと基準の位置から運ぶ仕事」

である。この定義に素って計算するとよい。

　万有引力による位置エネルギーの基準

　重力による位置エネルギーは基準を地表に置くことが多い。しかし、宇宙空間にある天

体の中には地表のない天体（太陽 木星 土星など）も存在するし、天体から天体へ移動す

る人工天体の位置エネルギーを計算するときにその基準を途中で変えるわけには行かない。

そこで、万有引力の基準は、ある天体の表面ではなく、無限遠の彼方と定義しておく。こ

のようにすれば、無限遠はすべての天体に対して共通なので、宇宙旅行をしても途中で基

準を変える必要はない。

「万有引力による位置エネルギーは無限遠を とする。」

　万有引力による位置エネルギーの計算

　質量 の天体の中心から 離れた位置の質量 の物体が持つ万有引力による位置エネル

ギーを計算してみよう。

　万有引力による位置エネルギーは質量 の物体を無限遠からゆっくりと運ぶ仕事で計算

すればよい。万有引力は引き合う力であるから、外力は反対側の外向きの力となる。この

外力が運ぶ仕事を計算するのである。今、中心天体から の位置まで物体を運んできた状

態を考えてみよう。この物体の左向きに万有引力 が作用している。この状態で、

この物体をゆっくりと運ぶには左向きに同じ大きさの外力を加えなければならない。この

万有引力 外力

外力の大きさも である。この状態を図示したのが下の図である。

　仕事は力 距離で求められるが、力が物体を運ぶ間に力の大きさが変化してはならない。

ところが、この場合、物体を近づければ近づけるほど万有引力は強くなるので、外力も強

くしなければならない。こういった場合の仕事は積分で求めることになる。

　この物体を の位置より、 だけ近づける場合の外力がする仕事を計算してみよう。

は限りなく に近い値なので、動かす間に外力の強さは変化しないと考えてよい。このと
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きの仕事 は

　　　　

仕事の計算は常に符号に注意しなければならない。外力の向きと動かす方向が逆なので、

この場合の仕事は負になる。しかし、 が を減少させる方向なので、 である。よ

って、上の式は全体が負になるので、そのままでよいことになる。無限遠から の位置ま

で運ぶには、それぞれの区間の仕事をすべて合計すればよい。その仕事 は

　　　

となる。よって、万有引力による位置エネルギー は

　　　

である。

　重力による位置エネルギーと万有引力による位置エネルギーの違い

　重力による位置エネルギーは ＝ である。この式と、 はどこが違うの

であろうか？　

　 の位置エネルギーの公式は地上付近でよく使う。そのために物体に作用する重力

は一定であるとして計算しているが、万有引力の場合ははるか遠くからの力で計算し

ている。そのために、地上付近では 、遠く離れた位置を扱うときは を

使えばよいことになる。このことを証明してみよう。

　地球の半径を とし、そこを重力の位置エネルギーの基準 とし、そこからほんの少し

高いところ の位置エネルギーを を使って求めてみよう。上の論からする

と、 になるはずである。

　 点の万有引力による位置エネルギーは 、 点では

この位置エネルギーの差を求めればよい。 なので、

　

で、 であるから、 と置いてよい。

　よって、 である。ここで、地上の万有引力が重力と等しいので、

　 といえるので、上の式を置き換えると、 となる。

よって、万有引力の位置エネルギーのごくわずかの差が となっているといえる。

万有引力

-185-



８．楕円軌道の問題の解き方

　必殺技

　高校範囲の楕円軌道の問題は解き方が限られている。

　中心天体 から 離れた位置 で、 より

直角方向に速度 で人工衛星を飛ばした。

　最遠点 を通過時の からの距離 と

その時の速度 を求める方法。

未知数が二つなので、方程式が二つ必要。

その二つの方程式は

①　ケプラーの第二法則

②　エネルギー保存則

である。この二つの方程式で楕円問題は大抵解ける。

①　

②　

　この二つの方程式を連立させればよい。

楕円の周期を求める問題ではケプラーの第三法則を使えばよい。

　楕円軌道の全力学的エネルギー

　天体が半短径となる位置 にあるときのエネルギー

を計算してみよう。

　

　　 は平均速度なので円軌道速度と同じである。

　　円軌道の運動方程式は　　

　この式より　 　　これを代入すると，

　

　軌道の全力学的エネルギーは

　

　楕円軌道における全力学的エネルギーは， であらわされ 軌道半長径のみに

よって決定する。　

　中心天体から距離 離れた位置で，円軌道を

回っている人工衛星がある。この人工衛星を接線

方向に加速すると，最遠点の距離が の楕円軌道に

なったという。この人工衛星は何倍に加速したのか，

　また，軌道上の全力学的エネルギーはいくらか。

万有引力

-186-



　 点での円軌道速度を とする。円軌道の運動方程式より

　 ＝

　これを解くと　 ＝ 　①　となる。

点で加速後の速度を ， 点での速度を とすると，ケプラーの第二法則より

　 ＝ 　　　　よって， ＝ 　②

エネルギー保存則より

　 ＝

②を代入して

　 ＝

　これを解くと

　 ＝ 　　　よって，　 倍となる。

全力学的エネルギーは

　 ＝ ＝

となる。

＜補足＞

　全力学的エネルギーは楕円軌道を描いているときは必ず負であることがわかる。

のとき なので，無限遠に達するには でなければならないことがわかる。

９．第二宇宙速度

　力学的エネルギー

　半径 の円運動している時の速度を とした時の運動方程式は

　

　楕円軌道なので、円軌道速度よりは低い速度である。よって、

　　

　　

　①より　

　

　「楕円軌道を描いている場合その力学的エネルギーは必ず負となる。」

　第二宇宙速度

　地球の大気圏を脱出した宇宙船が に達していれば、この宇宙船は円軌道を描く
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がそれより速い場合は楕円軌道を描く。速くなるにつれて次第に細長い楕円軌道になり、

ある速度に達すると放物線軌道になり、二度と再び地球に戻らなくなる。上の式でいうと

　　 である。

　

　この結果より

　「力学的エネルギーの合計が 以上の時、天体は二度と戻ってこない」

　であることが分かる。

　地球半径 を用いて地球表面からの第二宇宙速度（脱出速度 二度と戻ってこない速度）

を求めてみよう。

　　

これを解くと、

　　

これが脱出速度である。

ここで、第一宇宙速度の場合と同じように を消去すると、

　　

第一宇宙速度は だったので、

　第二宇宙速度は第一宇宙速度の 倍であることが分かる。

第二宇宙速度は数値的に

　　

以上の速度を持っていれば宇宙船は二度と地球に戻ってこなくなるといえる。

＜宇宙からの脱出速度＞

　現在知られている最も確かな宇宙半径は （ 億光年），最も確かな宇宙総

質量は である。このデータを基にして，宇宙自体がひとつの天体であると仮

定したときの宇宙からの脱出速度を計算してみよう。

　

この数値は光速度 と同じ速度である。

　恒星が一生の終わりに崩壊してつぶれ，脱出速度が光速度に達した天体をブラックホー

ルと呼んでいる。光さえもこの天体から出ることができないので外から見ると黒く見える

はずなので，この名がある。脱出速度の計算から，宇宙自体もひとつのブラックホールで

あるかもしれない。

10．第三宇宙速度

　第三宇宙速度を計算してみよう。第三宇宙速度は太陽系から飛び出すのに必要な地球か

ら打ち上げるロケットの最低速度である。

　地球軌道上に宇宙船があるときの脱出速度 は，太陽質量を ，地球軌道半径を とす
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ると，

　 　　より，　

　地球の公転速度 は，運動方程式より

　 　　よって，　

　宇宙船は地球から飛び出した後， の速度を出していればよい。また，地球自体が で

動いているので，宇宙船は地球より の速度だけ速ければよい。地球から飛び出した

後 の速度になっていれば，太陽系から飛び出すことになる。

　地球打ち上げ時の速度を ，地球半径を ，地球質量を とすると，エネルギー保存則

より

　

　これを解くと

　 ＝

　万有引力定数　 ，

　地球質量　 ＝ 　太陽質量　

　地球軌道半径　 ＝ 　地球半径　

　を代入すると　 　となる。

11．楕円軌道例題

＜例題４＞楕円軌道

　地球表面（半径 ）すれすれに円軌道を回っている

人工衛星が 点で速度を上げると、遠地点 が距離

の楕円軌道を描いた。 点での速度および楕円軌道での

周期は円軌道での周期の何倍になったか求めよ。

＜解説＞

①　ケプラーの第二法則

　

②　エネルギー保存則

　

この連立方程式を解くと　 、

円軌道での周期を 、楕円軌道の周期を とすると、楕円軌道の半長径は なので、

ケプラーの第三法則は
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　これを解くと　

　 倍の周期になる。

＜補足＞

　ここでは周期が何倍かというのでケプラーの第三法則を使ったが、周期そのものを求め

るのであれば、楕円軌道の周期は半長径と同じ半径の円軌道周期と同じなので半径 の

円軌道周期を計算すればよい。

　その時の速度を とすると、運動方程式は

　

これを解くと　　

　周期は　
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