
１．速度ベクトル

　速度を平面で扱うには、速度を平面ベクトルで表さなければならない。ここでは、その

表現方法について学ぼう。

　速度は単位時間の変位である。変位とは位置の変化である。物体の最初の位置 を示す

位置ベクトルを 、移動先の位置 の位置ベクトルを とすると、 点から 点への移動

を表す変位ベクトル は平面ベクトルの項で扱ったように

　　　 ＝

であらわされる。速度は単位時間の変位であるから、 から への移動に時間 かかったと

すると、変位ベクトル をかかった時間 で割ればよい。よって速度ベクトル は

　　　

となる。

　ベクトルの実数積の性質により変位ベクトルと、速度ベクトルの方向は同じであること

位置ベクトル

　　

最初の位置ベクトル

　　　　

変位ベクトル

　

速度ベクトル

原点　

になる。

　各ベクトルの関係は

右図のようになっている。

２．速度の合成 分解

　流れのある川に浮かんでいる船の中にいる人の速度をベクトルで考えてみよう。

　速度とは 秒間の変位であるから速度を理解するときは 秒間の位置変化で考えると考え

やすい。今船が船首を真北に向けて進んでいるとき、静水中では 秒後に 点から 点に

川の流れ

船の速度
実際の船の動き

進んでいることになる。このとき、川の水が東の方向に

流れているとすると、舟が静止していたなら、 点まで

船が流されることになる。船が北に進みながら流される

ということは、船が から に進もうとすると同時に

東の方向に流されるということになり、わかりやすく

いうと、船は 秒後 点にいることになる。これは、川の速度と船の速度のベクトル和に

他ならない。このようにひとつの物体が複数の方向に同時に動いているときは二つの速度

ベクトルの和を求めればよいことになる。これを速度の合成という。

　　例

　＜最初からベクトルを分解する方法＞

　流れの速さ 、川幅 の川を川上に対して

の角度を保ちながら静水中での船の速さが

の船が川を横断している。
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　船の速さ は川の流れの方向とその直角方向に

分解できる。

　このときの川幅方向成分は である。川幅が

であるために、川を渡る時間 は

　　 ＝

となる。川の流れの方向成分は 、で川の流れが であるから、川の流れの方向の

船の速さは となる。よって、着岸する位置は、

　　（ ） ＝

だけ出発点より下流の位置になる。

　また、出発点のちょうど向かいの位置に着岸するには ＝ が成立すればよい。

　＜ベクトルの方程式を立てる方法＞　

　ベクトルの表示方法は特に決められていないので、最初から 成分と 成分に分解して

それぞれ別個に計算してもよい。これが通常のやり方である。しかし、ベクトルの方程式

を立てて解く方法もある。

　 軸を川の流れの方向に取り、 軸を対岸の方向に取り、静水中の船の速度を 、流水の

速度ベクトルを とすると、

　 　　

である。

　着岸地点を 下流とするとき、この船の変位ベクトルは である。着岸までの時間

を とすると、次のベクトルの方程式が成立する。

　　　 ＝（ ）

これを成分であらわすと、

　　　 ＝

各成分において方程式を立てると、

　 成分　　
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　 成分　　

この連立方程式を解けば、最初と同じ答えが得られる。

＜作図にて解く方法＞

　図より、 ＝ 、 ＝

　 ＝ 、 ＝

　とすると、△ △ より、

　 ：

　が成立する。

　よって， ： ＝ ： 　　より， ＝

　これを解くと同じ答えが求められる。

　

このようにベクトルの問題は

　①　最初から分解して各成分ごとに計算する方法、

　②　ベクトルの方程式を立てる方法、

　③　作図して長さを求める方法

と主に 通りの方法がある。

　どの方法でも答えは求められるので、状況によって使い分けるとよい。

３．相対速度

　速度の基準について

　速度とはどのようなものなのか視点を変えて考えてみよう。今ある人が教室の中で静止

しているとしよう。「この人の速さはいくらか」と聞かれると、誰も「 だ｣と答えるであ

ろう。しかし、本当に速さは なのだろうか？というのは、この人は地球上にいるのであ

る。地球は 時間で１周している。その上に住んでいる人はすべて地球と同じく周期 時

間の円運動をしているはずである。日本付近（北緯 度）では，地球半径を ，

日の秒数を として，

　　 ＝

　その速度は東へ約 である。ということは、この人の真の速度は東へ とい

うことになる。

　これは正しいのであろうか、地球は自転とともに公転していることは多くの人が知って

いる。すなわち、地球は 年間かけて太陽の周りを回っているのである。地球太陽間の距

離 億 万 （正確には ）と 年間の秒数（ ）からその速さを

計算することができる。

　　　　 ＝

　その速さは約 である。地球は太陽の周りを の速さで、 年間かけて 周
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していることになるので，地球上に住んでいる人の本当の速さは となる。

　これを真の速さとしてよいのであろうか、実は太陽は銀河系の周りを 億年かけて 周し

ている。この太陽の速さは といわれている。その周りを回っている地球の速さ

もこの速さになる。その銀河系もまた、宇宙のどこかの方向に向けて動いているのである。

　このように考えると、速さ（速度）とはどんなものになるのであろうか。真の速さとい

うものは測定できないし、測定の結果分かったとしても我々の生活上になんら関係はない。

今，実際に我々が速さと呼んでいるものは地球が静止していると仮定した上での速さとい

うことになる。このように速さ（速度）には動いていないと仮定している基準となるもの

が必ずあり、その基準に対していくらの速さ（速度）で動いているかが問題となっている

のである。

「速度には動いていないと仮定しているものが必ず存在している。」

　たとえば、何もない宇宙空間において、自分と相手の人が二人宇宙遊泳をしているとし

よう。この二人が互いに接近しているとき、どちらが静止してどちらが動いていると判定

することができるであろうか？そのようなことはまったくできない。このように静止して

いるかどうかも判断することができないのである。

　逆に言えば、静止しているかどうかを判断することがまったくできないのであるから、

自分で静止しているものを勝手に決めてもよいことになる。前の宇宙遊泳に関しても相手

が静止していると考えても、自分が静止していると考えても、まったく差支えがない。

「速度の基準となるものを自分で勝手に決めてもよい。」

「速度の基準を自分で勝手に変更してもよい」

といえる。

　＜例＞

　 で飛行する飛行機の中で飛行機の前方にいる人

と後方にいる人 が互いに向かい合って の速さで飛ぶ

弾丸で打ち合った。地上で打ち合うと絶対はずさない腕どう

しの二人である。この場合飛行機の速さと弾丸の速さが同じである。 どちらが勝つと

思うか。

　＜解＞

　「各人が撃った弾丸の速さを考えてみよう。 は で後ろに下がりながら

で弾丸を撃っているので、 の撃った弾丸は撃った瞬間静止する。 が撃った弾丸は が

で前に進みながら で弾丸を撃っているので で弾丸が飛ぶことにな

る。 が撃った弾丸は静止してその場に落下。 が撃った弾丸は で を貫く。その

結果 が勝ちといえる。」

　この考え方は、正しいといえるだろうか、なかなか判断の難しいところであるが、上の

判断は が で動いていることが抜け落ちている。 の弾丸は静止するが、 が

で動いているので、 の弾丸は に当たるのである。また、 も で逃げながら

の弾丸を受けるのでその差 で にあたる。すなわち相撃ちとなる。

　このように考えると問題が大変複雑となる。地上を基準とした速度で考えるから複雑な
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のである。基準は自由に変えてよいのであるから、飛行機を速度の基準とすれば話は簡単

である。地上で相撃ちならば飛行機の中でも同じである。

　このように速度の基準は都合によって勝手に変更してもよいのである。この考え方をさ

らに高度に発展させたのがアインシュタインの相対性理論である。速度の基準を自分の都

合で何かに勝手に変更し、それに対する速度を相対速度と呼んでいる。速度には必ず基

準が存在しているので、すべての速度は相対速度である。

　速度の基準の変更

　速度の基準を変更するにはどのようにすればよいのであろうか。この点について考えて

みよう。

　下図のように、静止している物体 を見ながら が右向きに速度 で動いたとする。こ

のとき、 は が反対方向に動いているように見える。つまり、自分が前に進んでいると

きに「私は静止している。景色が勝手に後ろに行っているんだ」と言っても間違いではな

いのである。

実際の速度 から見た速度

「動いている物体を基準にすると、周りの物体は逆に動いているように見える。」

　図のように ～ の物体がまちまちの速度で動いている場合を考える。このとき、速度

基準を に変える。つまり、 から見た ～ の速度を求めてみよう。

　 は右方向に動いているので、周りの景色は反対方向に動いているように見えるはずで

ある。 ～ の物体はその景色の中で各方面に速度を持って動いている。このことから、

から見た速度は、景色の速度と各物体の速度の和でよいことになる。このようにして求

めた ～ の速度が から見た速度（相対速度）となっている。

これを式で表すと次のようになる。

　物体 の速度を 、物体 の速度を 物体 から を

見た速度を とすると、 から見た周りの景色の速度

は 、この景色の中で物体 が の速度で動いている
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ので、 から見た の速度は と の和となる。よって、

　　 ＝ ＋（ ）＝

となる。

「 から を見た相対速度（速度基準を地上から に変更する）は

　　　　 ＝

　　となる。」

分かりやすく言えば、相手の速度に景色の速度を足せばよいということである。

＜例題＞

　風のない日、雨が降っていた。ある自動車が で走っている時、

鉛直方向から 前方より雨粒が落ちてきた。雨粒の落下速度を計算せよ。

＜解説＞

　自動車の速度が前方 の時、

景色の速度は後ろ向き である。

景色の中で雨が の角度で降っているので

景色の速度と雨の速度の合成が、相対速度である。

図より、

＜ベクトルによる計算＞

自動車の速度　 ＝ 　　　雨の速度　 ＝ 　真下に振っている　

景色の速度　 ＝ 　相対速度　 ＝ ＝ ＝

度方向なので，　 ＝ 　　

４．加速度ベクトル

　加速度ベクトルの定義

　速度と同じように加速度もベクトルで表現することができる。加速度ベクトルとはどの

ようなものか加速度の定義に戻って考えてみよう。

　加速度とは単位時間の速度変化である。そのため速度の変化は加速度に時間をかければ

よい。よって、加速度 で 秒間加速したときの速度変化は となる。

最初速度 を持っていた物体が だけ速度が変化した後の

速度 は右図のように

　　 ＝ ＋

であらわされる。これが加速度のベクトル表示である。

この式を変形すると、

　　 ＝
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これがベクトルで表現した加速度の定義である。

　変位ベクトル

　等加速度直線運動の場合，平均の速度 は最初の速度（初速度 ）と最後の速度（ ）

との平均である。

　　　 ＝ ＝ ＝

となる。変位ベクトル は平均速度 と時間 の積であらわされる。よって

　　 ＝ ＝

これが変位ベクトルを求める式である。

この式を図で表すと、右図のようになる。

「ベクトルであらわした加速度の式は

　　　　

　　　である。」

　加速度第三公式

　等加速度直線運動では第三公式 がある。ベクトルの場合はこの公式はど

うなるのであろうか。

　右辺の をそのままベクトル化すると、ベクトルどうしの積の形になる。数学で習う

内積を使えばこの式をベクトル化することは可能である。ここでは内積を利用してベクト

ルの式を求めてみよう。

　　 ＝

の両辺に をかける（内積をとる）

　　 ･ ＝ ･

　 ＝ ＋ より、 　　これを代入して、

　　 ･ ＝ ･ ＝

　　 ･
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となる。この式は使って使えないことはないが内積はスカラーなので、成分表示しても方

程式はひとつしか成立しない。よって、この式を使うよりは、前の 式を連立した方がよ

い。

５．水平投射

　ある高さの台上からボールを水平に投げた。このときの運動を水平投射という。水平投

射の運動状況について考えてみよう。

　水平に初速度 でボールを投げた場合の物体の運動を調べよう。水平方向を 軸、鉛直

上向きを 軸とする。

　平均速度による計算

　物体をそのまま落下させると，真下に落下していく。水平方向には全く動かない。これ

は，水平方向は速度が変化しないことを意味している。

「速度の水平成分は常に一定である。」

鉛直方向のみ重力加速度によって速くなっている

のである。

　今，水平方向に初速度 で物体を投げる場合を

考える。水平方向の速度は変わらないので，

時刻 における水平方向の速度は である。

移動距離は である。

　一方，鉛直方向は，初速度 で，加速度 （ に ずつ速くなる）なので，時刻 の速度

は となる。平均速度は ＝ なので，時刻 における落下距離は となる。

　成分による計算

　まず、各ベクトルを成分表示してみると、

　初速度ベクトル　

　水平方向に初速度を持つので 成分は で、

成分は初速度の大きさをなる。

　　　　　

　加速度ベクトル

　下向きに加速度の大きさ であるので、 成分は 、 成分は下向きなので、 となる。

　　　　　

　速度ベクトル

　 秒後の速度の 成分、 成分ともに未知数なので、 成分を 、 成分を とすると、

　　　　　

　変位ベクトル

　原点から 秒後の位置に向かうベクトルが変位ベクトルである。投げた位置を原点とし、
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秒後の位置座標を とすると、始点が原点であるからこの変位ベクトルは位置ベクト

ルでもある。

　　　　

　ベクトル公式は、

　　　

これに代入すると、

　　　

このベクトルを 成分のみ、 成分のみでの方程式に直すと、

　 成分の方程式

　

　第一式は 成分に関して速度 が初速度 のまま一定であることを意味しており、第二

式も等速直線運動の式である。このことから、水平投射において、水平方向成分は等速直

線運動であることが分かる。

「水平成分は等速直線運動である。」

　 成分の方程式は

　

この式は初速度 での落下、すなわち自由落下の式と同じである。このことから、鉛直成

分は自由落下と同じといえる。

「水平投射において鉛直成分は自由落下と同じである。」

　 成分の第二式より 、この式を 成分第二式に代入して、

　

となる。この関数は投げた位置を頂点とする上に凸の二次関数（放物線）といえる。

「水平投射した物体は投射点を頂点とする放物線を描く」

となる。まとめると次のようになる。

　 秒後の速度は　　　　　　　 　　　速さは
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　 秒後の変位（位置）は　　　 　である。

　作図による計算

　　　

　を作図によって計算することもできる。ここで、ベクトルの大きさは 、

である。方向は は水平方向、 は鉛直下向きである。作図すると、

大きさ

　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　 ＝

大きさ

等速直線運動

自

由

落

下

　水平投射における運動状態

　右図の黒点はは水平投射における

物体の位置を 秒ごとにあらわしたも

のである。この位置を水平方向のみで

あらわしたのがグラフ上部の白点である。

この白点は等間隔に並んでいる。この

ことから、水平方向は等速直線運動に

なっていることが分かる。

　また、鉛直方向の運動状態はグラフの

左端の白点である。この位置は 目盛りと

二次関数的に増加している。これは、 を意味し、自由落下であることを示して

いる。よって、水平投射における鉛直運動は自由落下となる。
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６．斜方投射

　斜方投射とは

　物体を水平方向よりある角度で投げる

運動を斜方投射という。斜方投射の場合物体

はどのような運動をするのであろうか。

平均速度を利用して考えてみよう。

①　初速度の分解

　平面上の運動は水平方向と鉛直方向で

運動状態が違うので初速度ベクトルの分解が

必要である。

　水平成分　 　　　鉛直成分　

②　最高点に達する時間

　鉛直方向の速度は である。加速度が下向き なので， 秒ごとに ずつ遅くなっ

ていき， になったときに最高点である。よって，最高点に達するのは時刻

　

　となる。

　上昇時間と下降時間は同じなので 落下する時刻は 倍して

　　　

　となる。

③　水平到達距離

　水平方向には一定の速さ で，時間 だけ移動するので ，距離 はこの両

者をかければよい。

　 ＝

④　最高点の高さ

　鉛直方向の初速度は で最高点での鉛直方向の速度は なので，平均速度は

　

　である。最高点に達するまでの時間は なので，最高点の高さ は，

　

　となる。

　ベクトルで考えてとどうなるか。

　水平方向より角度 上方に初速度の大きさ
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でボールを投げた場合を考える。

　初速度ベクトル

　角度 の方向に大きさ であるので、

成分表示すると、

　　 ＝

　速度ベクトル

　大きさ方向ともに不明なので、 成分を 、 成分を とすると、

　　　　 ＝

　加速度ベクトル

　水平投射と同じで、鉛直下向きに大きさ の加速度である。

　　　　 ＝

　変位ベクトル

　投射点を原点とすると、終点の座標が変位ベクトルとなる。よって、位置座標（ ）

の変位ベクトルは

　　　　 ＝

これを公式　 　に代入すると、

　　

　これを 、 各成分の方程式に直して、

　 成分

　
･

　 成分

　
･

成分の第一式より、水平投射と同じく水平方向成分は等速直線運動であることが分かる。

「水平方向は等速直線運動である。」

成分の 式は鉛直投げ上げ運動の式と同じである。よって、

「鉛直方向は鉛直投げ上げ運動である」
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といえる。

成分の第二式より、

この式を 成分第二式に代入して

　　　 ＝ ･

　　　　＝ ･

この式は原点を通る上に凸の放物線である。

「斜方投射は原点を通る上に凸の放物線運動をする。」

何度の角度に投げれば最も遠くに投げられるか

　水平到達距離

　

　の最大値を求めればよい。

　数学の 倍角の公式　 ＝ を用いると、

　　　 ＝

　となる。これが水平到達距離（落下点までの距離）である。この距離を最大にするのは、

＝ のとき、 が最大値となるので最も遠くに投げられる距離となる。

＜ 倍角の公式の証明＞

　　　数学の 倍角の公式　 ＝ 　の証明

　頂角 ＝ 、 ＝ ＝ の二等辺三角形 を考える。

この三角形の より垂線を底辺に引きその足を とする。

このとき、

　　 ＝

　　

が成り立つ

　三角形の面積 は ＝ ＝ ＝ 　…①

また、三角比の面積公式より

　　 ＝ ＝ 　…②

①②より、 ＝

　＜証明終了＞
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　斜方投射における物体の運動状態

　右図は斜方投射された

物体の運動の様子を

ごとの位置で示したもの

である。 後に最高点に

達し、 秒後に落下している。

　グラフ下の白点は物体の

水平位置を示しているが

これは、等間隔に並んでいる。

これは、水平方向が

水平投射同様に等速直線運動になっていることを意味している。

　また、鉛直方向は左端に白点で表示しているが、最上点を とすると、 目盛り下

の位置に白点があり、これは、二次関数であり、鉛直投射を意味している。よって、斜方

投射においては水平方向が等速直線運動で、鉛直方向が鉛直投射になっていることがいえ

る。

　これにより、一般的斜方投射の計算方法は鉛直投射で時間を計算し、その時間を用いて

水平方向等の位置を計算するとよいことになる。

７．ベクトルの作図による斜方投射

　ベクトルの作図で物体の運動を計算することもできる。

　 ＝ ＋

において、 は右図の にあたり

その大きさは である。また、

は に相当しその大きさは である。

また、変位ベクトル は でその大きさは

で未知数である。

　ここで、△ を考えることにより、

　 ＝ ＝

　よって、　 ＝

となる。

　また、　 ＝

となる。

　点 は の中点であるため、 ＝ である。また、点 を通過する時間は点 を通
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過する時間の であるから、 ＝ ＝ ＝ 。これより、 は の中点

であることが分かる。これを用いると、 ＝ となるので、最高点の高さ は

　　 ＝ ＝ ＝

このように図形の特徴を利用して簡単に求めることもできる。

８．例題

＜例題 ＞水平投射

角度 の斜面がある。その斜面の上端 から水平方向

に でボールを投げたところ、 秒後に

斜面上 下方の 点に落下した。

重力加速度の大きさを として 間の距離を

求めよ。

＜解答＞

加速度三公式は

　 　　

である。文字は全部で 種類，各公式で文字は 文字使われている。平面運動の場合は鉛直

方向と水平方向で表にまとめて考えると良い。

　水平方向には加速しないので加速度は ，水平方向初速度は ，落下するまでの時

間は分からないので未知数 ，水平方向の変位は

　鉛直方向は下向きを正として考える。加速度は重力加速度 ，初速度は水平方向

に投げているので鉛直方向は ，落下時間は水平方向と同じ ，鉛直方向の変位は

　 となる。

　これをまとめたのが下の表である。

水平方向

鉛直方向

この表には に値が入っていない。 は不要ということである。加速度三公式の中で がな

いものは なので，この公式に水平方向鉛直方向とも代入すると

　水平方向　 　　　鉛直方向　 ･

　この連立方程式を解くと　 ， 　となる。
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＜別解＞

　斜面が なので， ＝ である。水平方向の移動距離と鉛直方向の移動距離が等し

くなればよい。

　その時間を とすると，水平方向の移動距離は

鉛直方向の 後の速度は なので，平均速度は ，よって，移動距離は

両者が等しくなる時が斜面に接地した瞬間である。

　 ＝ 　　より，

と求められる。

＜例題２＞

　初速度 、角度 で前方の壁に向

かって、ボールを投げつけたところボールは

壁に水平より の角度で衝突した。

重力加速度の大きさを として

壁までの距離を求めよ。　

＜解答＞

　壁にぶつかった位置の高さを ，水平距離を ，

速さを とする。

水平方向　加速度は ，初速度は ，衝突時の速度水平成分は

　 　衝突までの時間を ，衝突位置までの水平距離を とする。

鉛直方向　上向きを正とする。加速度は ，初速度は

　衝突時速度の鉛直成分は ，衝突位置の変位は となる。

　これをまとめると。

水平方向

鉛直方向

未知数が つあるので方程式が つ必要である。水平方向，鉛直方向共に第一，第二公式を

使うことにする。

水平方向　　 　　　

鉛直方向　　 　　 ･

　方程式が つあるので，この連立方程式は解ける。これら方程式を解くと

　 ， ， ，

＜別解＞
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　当然ながら，平均速度で解くこともできる。

　壁にぶつかった瞬間の水平方向の速度成分は一定なので 。

角度が となるので，鉛直方向の速度はその となるので， ＝ 。

鉛直方向の初速度は であり， 秒ごとに ずつ小さくなるので，衝突まで

の時間は，

　 ＝

となる。よって，水平方向の距離 は

　 ＝ ＝ となる。

＜例題 ＞

　角度 の斜面上方に向かって初速度 で

ある角度 の方向にボールを投げると 斜面に

垂直に落下した。このとき ， の間に成り立つ

関係式を求めよ。重力加速度の大きさを とする。

＜解答＞

　軸を水平方向と鉛直方向ではなく斜面方向 と

その直角方向 に取る。（水平方向にとっても良い）

　 方向

　加速度は重力加速度の 方向成分である。 軸と鉛直線との角度は なので，加速度の

成分は， 。初速度 成分は ，落下時の 方向速度は ，落下するまでの時

間を ，変位を とする。

　 方向

　加速度は重力加速度の 方向成分である。 ，初速度の 成分は ，落下時

の速度不要，落下時の 方向の変位は である。

　これをまとめると下の表のようになる。未知数 つなので つ方程式ができればよい。

方向はすべての欄が埋まっているので，第一，第二公式， 方向は 欄が空欄なので の

ない第二公式が使える。

　

　 方向　　 　　　　

　 方向　　

より， ＝
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　 に代入して

　

　 ＝ 　　よって，　

＜別解＞

　加速度の 成分は， ，初速度 成分は ，落下時の 方向速度は なので，

物体の飛行時間は　速度変化を加速度で割って　 ＝

　重力加速度の 方向成分は ，初速度の 成分は であり， 方向の変位が

なので，平均速度が である。時間 後の速度は なので，

平均速度は初速度と足して で割って，

が成り立つ。よって，

平面運動

-52-


